Nombres relatifs et calcul algébrique

Une question en guise de préambule

Quelle correction proposeriez-vous pour le calcul ci-dessous ? Sur quelle regle ou propriété de cours
VOus appuieriez-vous votre propos ?

7—(3—2x)

1. Etude d’extraits de manuels anciens et contemporains

a. Un manuel du XIXe (Bourdon 1844)

Des mondmes aux polyndmes

3a —5b gst expression algébrique de la d:ﬂengnce entre le

triple de a et le quintuple de b.

2a® — 3ab + 4&° ést Yexpression dlgehnque du double du
carré de a , diminué du triple produit de a par &, et augmenté

du’ quadruplc du carré de 6.
On appelle monome , ou /quantité a un seul terme , ou sim-

plement ¢2rme, une quantité algébrique qui n'est réunie a au-
cune autre par le signe de Paddition ou ‘dé la soustraction;
et polynome , ou quantité a plusieurs termes, une expression
algébrique composée de gillsieurs parties séparées les unes des
autres par les signes - —. Ainsi 3a, 5a*, 7a%"* sont des
monomes; 3a —5b, 2a* — 3ab + 44* sont des polynomes. La
premictre de ces deux expressions est dite un binome, parce
quelle est composée de deus fermes. La seconde est dite un
trinome, comme étant composée de trois termes. . .

(...)

La valeur numérigue &’un'’ polynome ne change point lors-
qu’on intervertit Pordre de ses termes, pourvu que Pon ait soin
de conserver a tous, leurs signes respectifs. Ainsi, les polynomes
4a® ~ 3a°b + 5aif, S5ac* — 3a*b + 4a’, 4a° + Sac* — 3a’b,
ont la méme valeur numérique. C'est une conséquence évidente
de la nature de Paddition et de la soustraction arithmétiques.
Mais cette observation sera trts utile par la suite.

. 10. Des différens termes qui composent un polynome donné,
les uns sont précédés du signe -, les autres du signe —. Les
premiers portent le nom de termes additifs, les autres s'ap-
pellent termes soustractifs. On appelle aussi les premiers, termes
Pasiuft et les autres, termes négatifs, dénominations assez im -
propres, qué Pusage seul a consaerées.

Le prem ier terme d’un polynome n'est or dmaxremcnt précéde.

d’aucun signe; mais alors il est censé précédé du signe 4.

Opérations sur les polyndmes : apres I'addition,
la soustraction algébrique
" Dela So'mtmctiomaﬂgéb;‘igur.

14. Soit & retrancher 4b de 5a; le résultat algébrique est

5a—4b.De méme, la dxﬁ'ernnre enlrc 7a°b et ja’b est a’b—4a’h,
ou 3a%b.

Soit maintenant 2b—3¢ a retrancher de 6a on peut d’abord
présenter le résultat de cette manitre , ja— (26— 3c), en met-
tant la quantité a soustraire entre deux parenthéses, et Pécri-
vant 4 la suite de la premiére quantité avec le signe —. Mais
les questions exigent souvent que I'on forme un seul polynome
de cette expression; et ¢’est en cela que consiste principalement
la régle de la soustraction algébrique. .

Pour parvenir a ce but, on ohservera que si a, b, c élaient

1

és numériq t, on ferait la soustraction indiquée par
2b—3c, puis on retrancherait le résultat obtenu, de 4a; comme
cette soustraction ne peut étre effectuée dans Pétat actuel des
quantités, on commence par retrancher 2b de 4a, ce qui donne
4a — 2b; mais en retranchant 2b unités, on a soustrait un
nombre trop fort de 3c unités; il faut donc rectifier le résultat
en lui ajoutant 3c. Ainsi, Pon a fa—2b~3c pour le résultat
de la soustraction proposée.

Soit encore 5a°—fab 4 3bc — b* & soustraire de 8a*— 2ab;
celte opération peut étre indiquée ainsi :
8a* — 2ab — (5a* — fab 4 3bc — b*\.

Mais, pour réduire cette ex'pression 4 un seul polynome; ob-
servons que retrancher 52— jab 4 3bc — b* revient a retran-
cher Ja différence entre la somme 5a*4- 3bc des termes additifs,
et la summe fab + b* des termes soustractifs. On peut d'abord
retrancher 5a* + 3bc, ce qui donne 8a* — 2ab — Sa* — 3bc ;
et comme ce résultatjest nécessairement trop faible de 4ab+ b’
il fnut. lui ajouter cétte dernitre quantité, et il vient
) 8a-—2ab—-—5cz“—-3&c+4ab+b‘
on Sa‘-fzabu-Sc*-P 4ab — 3be 4 b*,
en riétablissant I'ordre des termes ; ou bien enfin, réduisant ,

3a* 4 20b — 3bc + .

D’olr Pon peut conclure cette regle générale :

Pour soustraire deux polynomes {'un de Pautre, écrives la
quantité @ soustraire & la suite de celle dont il faut soustratre,
avec des signes contraires, et faites la réduction du poﬁ_ylwmc
résultant, s’ify a liew.

Et les nombres relatifs arrivent bien plus tard
(dans une « théorie des quantités négatives »
en lien avec la résolution de problemes du
premier degré et d’équations)...
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b. Deux manuels de 4° avant réforme du collége (édition 2008)

Partie activités
B Je supprime des parenthéses précédées d’un signe ~

[3 a-GL() nﬁ:jzjb-r

I Conjecture
1 Recopier et compléter le
tableau ci-contre.

= loo |0
alo |0 e
~

2 A quelle autre expression 5 L 8

littérale semble étre égale -2 | S %,
5 1 !

I'expression a - (b+¢)?

"~

W] Démonstration
a, betc désignent des nombres relatifs.
1 Recopier la démonstration ci-contre.
2 Justifier chacune des égalités (1), (@) et (3.

a=(b+ et (Dx(bio)
aBney= ot (~xht (~xe
a-(b§e)=a—b-c

Partie cours

Soustraire une somme algébrique revient & ajouter I'opposé de chacun de ses termes.

a, b etc désignent des nombres relatifs. Ona: a - (bscd)=a-b-c.
o5 Qx+y)=5-2x-y eb-(3-4a)=b-3+4a
or-Lsst-N=res-t+7

ﬂ POINT DE REPERE

* On peut supprimer un couple de parentheses précédé d'un signe + en supprimant ce signe +
et sans changer les signes des termes a l'intérieur des parentheses.
* On peut supprimer un couple de parenthéses précédé d'un signe ~ en supprimant ce signe -
el en changeant tous les signes des termes 3 'intérieur des parentheses.

Partie activités
EA Un signe « - » devant des parenthéses

a. Quel est I'opposé de 5?7 Et celui de - 6,57 Que vaut la somme de deux nombres
opposés ? Que peut-on dire de deux nombres dont la somme est égale a 0 ?

b. Compleéte :

3 + ... = 0 donc I'opposé de -3x? + ... = 0 donc l'opposé de - 3x? est ... ;
...+ 5 =0donc l'opposé de 5 est ... ; 3 +x + ... = 0 donc I'opposé de 3 + x est

v+ = 0 donc I'opposé de - x est -2x + 1+ ... = 0donc l'opposé de - 2x + 1 est ... ;
.. + 2x = 0 donc I'opposé de 2x est ... ; 2-x*+ = 0 donc l'opposé de 2 - x? est

c. Rappel :a-b =a +|opposé de b .

Compléte : F = 2x - (3 +x) = 2x + (...).
Déduis-en I'expression de F sans parenthése.

d. De la méme fagon, écris sans parenthése G=4-(2-x?)etH=2x+ 3 -(-2x + 1).
Rédige une regle pour soustraire une somme algébrique.

Partie cours

Propriété
L'opposé d'une somme algébrique est égal a la somme des opposés de chacun de ses termes. I

Exemple 1 : Quel est I'opposé de la somme algébrique a + b-2ab?

L'opposé dea + b-2abest-(a + b-2ab)=-a + (-b) + 2ab =-a-b + 2ab.

Remarque : Cette propriété permet de supprimer des parenthéses précédées d'un signe « - » dans
une expression.

Exemple 2 : Supprime les parenthéses dans |'expression B = 3x - (- 2x? - 5xy + 4).

Extrait Phare 4° (édition 2011)

B = 3x - (- 2x2 - 5xy + 4)
B = 3x + (+ 2x?) + (+ 5xp) + (- 4)

B=3x+2x2+5xy-4

—»  On additionne les opposés.

—>»  On simplifie I'expression.

Extrait Sésamaths 4° (édition 2011)

c. Deux manuels de 4° - cycle 4

Dans beaucoup de manuels (notamment les manuels de type «cycle»: Sésamaths par

exemple) : il n’est pas fait mention d’une telle propriété ni dans d’éventuelles activités

introductives, ni dans la partie cours...

Partie activités

[P) Reéduire, si possible, les expressions suivantes en justifiant I'égalité obtenue a l'aide d'une
propriété. Si ce n'est pas possible, expliquer pourquoi.
a. 3+4x b. 3x - 4x c. 8x2 - 2,5x2
e. 3x+4x? f.3x % (~4) 9. 3x x 4x?

D a. Qui a raison ? Donner une preuve.

- Lila
Na-(b+c)=a-b+c wn—(b+:)=a—b—c

d. 3x4x
h.3+x—-4

Extrait du manuel (édition 2016)

Partie exercices

9 Réduire une expression littérale . Z-) Ona simplifié ci-dessous I'écriture d'une expression E
. dans laquelle g, b et (idésignent des nombres relatifs.
n Parmi les expressions suivantes, quelles sont celles qui sont égales ? Donner une preuve. E=a-(b+0 | %]
& 55 ComE E=a+(-)x(b+0a
E=a+(-N)xb+{-1)xc
1,5x X 4x 1.5x + bx 5.5x2 1) £n

A=8-(x+3) B=5-(x-1)
C=13-(x+6) D=10-(3x-5)
b. Comment peut-on écrire a + (b + c) sans parenthéses ? 10 - , L , .
I3 utiliser les propriétés précédentes pour réduire les expressions suivantes : -’ En,m:’lllsant les egalltes maontrées aux deux exercices
2.3x=(5+20)  b.3x+(5+20 €.3x-(5-2) précédents, simplifier les expressions suivantes.
d. 3x+(5-2x) e.3x—(5+20x2 L3+ (5+20)x2 A:9+(x—2) 3:77(3,2,()
C=3-(x+1) D=3-(-x+1)
E=2+(5-3x) F=5-(-1-x)

Extrait du manuel Indigo 4° (édition 2016)

E=a-b-c

On adoncmontré I'égalité: a-(b+c)=a-b-c

1. En utilisant cette égalité, exprimer, a l'aide d’une
phrase, une reégle de simplification d’une écriture
littérale.

2. Appliquer cette régle aux expressions suivantes.
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2. Etude d’un questionnaire proposé a des éléves de Troisieme
a. P. Dauriac (2014) a distingué plusieurs types de taches lié au calcul algébrique et aux
nombres relatifs. Analysez le questionnaire proposé a des éleves de Troisieme en
identifiant les types de taches en jeu.

Type de tiche exemples
T; : ajouter une somme algébrique 3x+(x+ 3)
T,: prendre lopposé dune somme -(x+ 3)
algébrique
T : soustraire une somme algébrique P-(x+3)

C’est le cas oni les expressions rencontrées

dans T, sont précédées d’un polynéme P

T,: développer un produit d'un monéme de 3(x-5)

degré 0 par une somme algébrique de 2

fermes

T; : développer un produit d'un mondme de 2x(-x+5)
degré 1 par une somme algébrique de 2

fermes

T, : soustraire d"un polynéme le produit d'un P—2x(x+3)
mondme (degré 0 ou 1) par une somme

algébrique de 2 termes

Une typologie de taches (Dauriac 2014)

1°) supprimer les parenthéses et réduire lorsque c'est possible
a)-(5-y)

b)4+(-3a+2)—(5—2a+ 5b)

¢)3x—f(x—3)

d) 2x - (x + 3)

2°) developper et réduire
a)-5x (3x + 2)

b)-5x (x-2)
c)x(x=35)+2(3+x)
d)3(h+7)-202-3)-(x-1)
e) S+ 2)-3(-2x+ Dx—2)

Questionnaire posé a des éléves de 3° (Dauriac 2014)

b. Envisagez des suites écrites de calculs différentes (et correctes) en réponse a la
question 1.c. Ecrivez ce qui pourrait étre dit « oralement » autour d’une suite de
calculs donnée.

c. Envisagez des suites écrites de calculs différentes (et correctes) en réponse a la
question 2.b




Nombres relatifs et calcul algébrique

3. Etude de réponses d’éléves et de discours d’enseignants
a. Analysez les différentes productions d’éleves aux questions 2.a et 2.b
2°) developper et reduire

al =dx (3x + 2)
b)-Sx(x-2)

— ; — f
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28- FRAN : toujours pareil hein / j'préfére que vous commenciez & vous occuper du signe et aprés une fois que
vous vous &tes occupé du signe ‘ / j'ai un nombre négatif par un nombre positif (il montre le moins de -5x et
pointe le stylo devant le x comme pour montrer son signe + sous entendu, comme dans l'exemple précédent avec
+3) c'est comme si y'avait un plus 1a (il le rajoute ensuite) moins 5 x fois x et donc |3 ¢a va &tre du moins par du
moins (montrant cette fois le — de -5x et le — de x «- « 2} donc ¢a va m'donner du plus (il écrit 5x x 2)/ et jme suis
occupé du signe donc g¢a fait moins 5x par moins 2 qui donne bien 5x fois 2 / on pourrait 'écrire comme ga (il
I'écrit & cdté en décalé et 'effacera juste aprés ) moins 5x facteur de moins 2 / donc ¢ca me donne moins 5 x carré
plus 10x (il écrit en méme temps )

faites attention le signe / le signe ol vous vous trompez souvent c’est Ia (il montre le —de -5x, l'entoure ainsi que
le — de x — 2} on fait du moins par moins donc ¢a donne plus / alors aprés c'est vrai que dans une expression je
vous ai dit tout & I'heure que x était positif / ici il est écrit de fagon = [ avec =/ y'a pas de signe devant donc c'est
comme si c'était un plus mais aprés ga peut devenir une valeur négative quand on va remplacer mon x par
n'importe qu'elle valeur [ et dans le développement c'est la ol ¢a pose probléme pardi (pas fort)

29-CHER : et moi du coup j'me demande aussi #

30-FRAN : mais c'est vrai que sur ces régles / donner du sens...

122-ANN : alors ici on a une soustraction ol on a plusieurs termes / on commence d'abord
par faire les multiplications / donc on a celle 1a / on a celle ci / et on a celle ci (ANN souligne
en rouge comme sur 'image ci-dessus en notant en petit en rouge un signe multiplié) / donc
¢a nous fait des développements / ici je regarde ce que jai devant la parenthése {en
montrant le premier terme) / ici on a un nombre / donc j'ai moins 3 (en le mettant entre
parenthése) que je vais distribuer dans la parenthése ([ANN note deux fléches) donc [ANN
commence & écrire lao premiére ligne de calcul) moins 3 fois x plus moins 3 fois 7 / le
deuxigéme développement ['ai un moins 2 que je vais distribuer {elle met des parenthéses
autour de -2} { donc moins 2 fois 2 plus moins 2 fois moins 3x / et le dernier développement
c’est une soustraction / on a dit que c'est additionner Fopposé donc je transforme mon
mains que j'ai ici en plus (ANN repasse le moins dons 'énoncé en rouge et écrit le signe + en
rouge) et je prends 'opposé de x c'est moins x et je prends Mopposé de 1 c'est plus 1 (le +
est écrit en rouge) / voila




Nombres relatifs et calcul algébrique

4. Dans une classe d’'un M2 enseignant stagiaire...

Envisagez a priori des difficultés possibles de mise en ceuvre liées I’activité introductive ci-
dessous dans la classe d’un professeur débutant :

L'objectif de cette activité est de trouver une régle pour supprimer les parenthéses dans une somme
ou dans une différence.

Propriété :
Quel que soit le nombre relatif a,ona: —a=-1Xa

1.

[ 3]

Appliquer cette propriété dans les exemples suivants :

1. —(2+x)=
2. —(4-t)=
. ~(-g=7)=

Développer et réduire chacun des exemples précédents.

Quelle régle pouvons nous utiliser pour supprimer les parenthéses précédées du signe
" —_ n f}

Supprimer les parenthéses dans les cas suivants, puis réduire :
o 5—(2x+2)=

o 2x+(t-7)= ...
o 7—(8d+1)x3=

5. Et de retour aux nombres relatifs ...

Envisagez différentes « écritures » et « lectures» de -3-7 +2




