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Nombres et calculs

Eléments de mise en perspective issus de I’histoire des mathématiques

Remarques géenérales sur la nature de cet exposé

Non pas une «histoire de ... » mais une sé¢lection d’épisodes ayant une
certaine portée historique ou épistémologique ...

... épisodes qui montrent des théories, des organisations mathematiques, des
pratigues, des systemes symboliques ou instrumentaux différents de ceux qui
nous sont familiers....

... pouvant fournir des éléments de réflexion susceptibles d’intervenir dans une
analyse didactique a priori.



Du coté des nombres : des extensions successives

N* —— N

Deux lectures possibles de ce diagramme :
e Lecture mathématique : inclusion, extension

e Lecture curriculaire (a nuancer)

Une série de questions, non indéependantes, les mémes a chaque étape :
e Comment motiver l'introduction de ces nouveaux nombres ?

e Comment écrire ces nouveaux nombres ?

e Comment calculer avec ces nouveaux nombres ?

e Comment comparer ces nouveaux nombres ?

e Comment interpréter/représenter ces nouveaux nombres ?



Lien entre nombres et calcul

Ce dont je ne parlerai pas




Lien entre nombres et calcul

Trois éclairages s’appuyant sur I’histoire :

e Lien entre calcul sur les nombres et calcul sur les grandeurs

e Les négatifs : calculation generated concepts ?

e Evolution des régles de calcul dans I'extensionde Na Q" ?

Traité en atelier



Théeme n°1

Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Objectif : Enrichir I'image suivante

e Le travail sur les grandeurs invite a considérer d’autres nombres que les
entiers
o Des rationnels (positifs)

o Des décimaux (ou plus généralement, des nombres faisant intervenir des puissances

négatives de la base dans un systéme positionnels)

e Les rationnels (positifs) ne suffisent pas pour exprimer numériquement les
mesures de grandeur (par exemple : le rapport entre le c6té et la diagonale d’un carré n’est
pas rationnel); les réels (positifs) le permettent.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Trois épisodes choisis pour leur portée historique ou éepistemologique :

e Euclide Les Eléments (vers -300)

e René Descartes La Géométrie (1637)

e Otto Holder Les axiomes de la quantité et la théorie de la mesure (1901)



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments

Le mot « nombre » ( GO181L.0G ) est introduit au livre 7. Il désigne les
| multitudes d’une unité insécable (la monade). Autrement dit : N*

Le mot « grandeur » (P*éYBE'GC.) est introduit au livre 5

e || n"est ni défini ni exemplifié

e La notion de rapport (.'mYOQ) entre deux grandeurs est définie de
maniere vague : Un rapport est la relation, telle ou telle, selon la taille,
qu’il y a entre deux grandeurs du méme genre.

e La définition de « deux grandeurs du méme genre » est donnée par un
critere : elles sont capables, étant multipliées, de se dépasser I'une I'autre.

e La notion de similitude/égalité de rapports de grandeurs est définie
précisement, ce qui définit implicitement la notion de rapport.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments

lllustrons la définition du rapport entre deux grandeurs de méme genre au
moyen de deux segments : — s

A

On peut comparer les multiples de Aetde B :

A<B<2A<3A<2B<4A<5A<3B<bA<4B</A<8A<5B<9A<10A<6B..
La série peut présenter des cas d’égalité : ici j’ai choisi B=1,3 A.

On aura donc dans ce cas 10B = 13A, mais aussi 20B = 26 A ...



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments

D’ou la définition de la similitude/ I'égalité du rapport entre deux grandeurs :
le rapport d’une grandeur A a une grandeur B est le méme que le rapport
d’une grandeur C a une grandeur D lorsque 'ordre dans la série des multiples
de A et B est le méme que celui dans la série des multiples de C et D.

On écrira a I'age classique : A:B::C:D



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments

Remargues importantes :

e seules deux grandeurs de méme genre ont un rapport

e deux grandeurs de méme genre ont toujours un rapport

e par contre, dans une égalité de rapport, les deux grandeurs du premier
rapport n‘ont pas a étre du méme genre que les deux grandeurs du
second rapport.
Exemple (Eucl. VI.1) : des triangles de méme hauteur ont des aires dans le
méme rapport que celui de leurs bases.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments

Cette théorie des rapports (attribuée a Eudoxe) :

e n’utilise aucun nombre
e si on devait la numériser, dépasse le cas des rationnels (puisque deux
segments quelconques ont un rapport bien défini)

Elle porte sur des objets — les rapports — qui sont des relations entre grandeurs

Sur ces relations sont définies au livre V :
o Une structure d’ordre

o Des regles de calcul par exemple :
A:B::C:D = A:C::B:D (Eucl V.16, sous réserve d’homogénéité)
A:B::C:D = (A+B):B::(C+D): D (Eucl.v.18)



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Euclide Les ElIéments
Du cbté des nombres

L’addition, la notion de diviseur et de multiple sont utilisées sans étre définies.
La multiplication est définie par addition iterée (Eucl. VII déf. 16).

La notion de rapport entre nombre est définie (Eucl. VII déf. 21)

Deux nombres n et m étant donnés (n < m), on sait trouver leur plus grand
commun diviseur (Eucl. VII 2) :

e Tant que n ne divise pas m

Il est démontré que cet algorithme de
o Remplacer m par m-n soustraction alternée (anthyphérése)
oSim>n échanger netm termine et est correct (Eucl. VII 2)

e Sortie: n



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Digression : lien entre recherche de pgcd et développement en fraction continuée

Exemple : 751 et 93

Plog+ =8+

751 = 93 x8 + 7
93 93 —
03=7x 13+ 2 Pl_g4-t —g+——
93 13+; 13+7
2
7=2x3+1 Dl=8+—
93 13+—1

: 751 | e PTIE
Le rationnel — est entiérement caractérisé par la suite d’entiers :

8 13 3 2



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Euclide Les Eléments

Quels liens entre nombres et grandeurs ?
Des relations conditionnelles, établies par des criteres algorithmiques

Définition X.1. Sont dites grandeurs commensurables celles qui sont mesurées par la
méme mesure, et incommensurables, celles dont aucune commune mesure ne peut étre
produite.

Proposition X.2. Si, de deux grandeurs inégales proposées, la plus petite etant
retranchée de la plus grande de facon reitérée et en alternance, le dernier reste ne
mesure jamais le reste précédent, les grandeurs sont incommensurables.

Proposition X.3. Etant donnée deux grandeurs commensurables, trouver leur plus
grande commune mesure.

Proposition X.5. Les grandeurs commensurables ont comme rapport [ 'une par rapport
a [’autre celui d’'un nombre relativement a un autre nombre.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Une autre definition possible du rapport entre grandeurs
L’approche anthypherétique

Soient A et B deux segments, avec A<B':
o Si5A<B<6A écrivonsB=5A+R; ona R;<A

o Si17R; < A< 18R; écrivons A=17R;+R, ona R,<R;
o Si 13R,<R; <14 R, écrivons R;=13R, +R; onaR;<R,

La suite d’entiers 5 17 13 ... caractérise le rapport de B a A.

L’algorithme d’anthyphérese appliqué au nombre termine toujours, appliqué aux grandeurs pas
toujours.

Si la suite est finie, A et B sont commensurables et leur rapport peut s’exprimer comme un
rapport d’entier ; et réciproquement.

Sinon, leur rapport peut se caractériser par une suite infinie d’entiers.

Cette « numérisation » des rapports n’est pas chez Euclide. D’autres 1’ont ensuite développée,
explicitant ses avantages et ses défauts.






Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

Et comme toute I'Arithmétique n’est composée, que de
quatre ou cinq opérations, qui sont I'Addition, la Soustraction,
la Multiplication, la Division, et I'Extraction des racines, qu'on
peut prendre pour une espece de Division. Ainsi n'a-t-on autre
chose a faire en Géométrie touchant les lignes qu'on cherche,
pour les préparer a étre connues, que leur en ajouter d’'autres,
ou en Oter. Ou bien en ayant une,”"”’'que je nommerai I'unité
pour la rapporter d’autant mieux aux nombres, et qui peut or-
dinairement étre prise a discrétion, puis en ayant encore deux
autres, en trouver une quatriéme, qui soit a I'une de ces deux,
comme l'autre est a 1'unité, ce qui est le méme que la Multipli-
cation; ou bien en trouver une quatrieme, qui soit a 'une de
ces deux, comme l'unité
est a I'autre, ce qui est le méme que la Division; ou enfin
trouver une, ou deux, ou plusieurs moyennes proportionnelles
entre I'unité, et quelque autre ligne:; ce qui est le méme que
tirer la racine carrée, ou cubique, etc. Et je ne craindrai pas
d’introduire ces termes d’Arithmétique en la Géoméirie, afin
de me rendre plus intelligible.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

La Multi-
plication.

La
Division.

L'Extraction

de la I
racine
carrée. :




Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

Les termes « addition », « racine carrée » sont empruntés a 1’« arithmetique »
mais ils désignent des constructions — avec une réflexion structurante dans
I’ouvrage sur les instruments autorisés — portant sur des segments donnés de
longueur.

Le choix d’un segment unité n’est pas la pour permettre de rapporter les
longueurs aux nombres par la mesure, mais pour lineariser les opérations :
produit, division, extraction de racine n-ieme.

Le symbolisme algébrique permet de s’engager dans une démarche d’analyse
d’un probléme de construction, les segments connus étant désignés par a, b, C
... les segments a construire par X, Y, Z ..., les relations etant exprimeées par des
equations.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

Un exemple ... pas si familier qu’il en a I’air

Car, si j'ai, par exemple z? © az + bb  je fais le triangle rec-
tangle NLM, dont le coté LM est égal a b, racine carrée de la

quantité connue bb, et I'autre LN est 5 @ la moitié de 'autre

quantité connue, qui était multipliée par que je suppose étre
la ligne inconnue. Puis prolongeant MN la base de ce tri-

angle, jusques a O, en sorte que NO soit
égale a NL, la toute OM est = la ligne
cherchée. Et elle s’exprime en cette
sorte

1 1

z = Eﬂ—l—\v.l'zan—l—bh




Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

Car, si j'ai, par exemple z? © az + bb  je fais le triangle rec-

tangle NLM, dont le coté LM est égal 19. b, racine carrée de la ML = b
quantité connue bb, et I'autre LN est 5 @ la moitié de I'autre .
quantité connue, qui était multipliée par que je suppose étre LN = Ea

la ligne inconnue. Puis prolongeant MN la base de ce tri-

angle, jusques a O, en sorte que NO soit

P égale a NL, la toute OM est = la ligne MO =7
: cherchée. Et elle s’exprime en cette
sorte

_! + /1 + bb
.1.—2[7! v;lﬂ.ﬂ .

z vérifie z2=az + b2 car :
ML2=MP x MO (puissance de M par rapport au cercle)
b2 = ML2 = (MO-2NL) x Mo:(z—zg) XxZ1=172-az

Par ailleurs :

2
z:MO:NO+MP:NO+\/LN2+ML2:%a+\/(1a) + b2

2



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Descartes La Géometrie (1637)

Schéma général d’étude d’une courbe

e

A B
Il
T

Appui sur une droite auxiliaire d (en genéral non arbitraire), choix d’un point
arbitraire A.

On pose AB = x, BC =y, on caracteérise la courbe par une equation entre x et y.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs

Otto HOlder (1859-1937)

Die Axiome der Quantitat und die Lehre vom Mass (1901)



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Holder Les axiomes de la quantite et la theorie de la mesure (1901)

Axiomes de la grandeur ou de la quantité (Quantitat) :

1. Deux quantités a, b étant données, une et une seule de ces trois relations est
vérifice: a<b oua=b oua>b

2. La somme a+b de deux quantités est bien définie

3.a+b>a eta+tb>b

4. Sia<b alors ilexistexetytelsquea+x=b et y+x=b

5. On a toujours (a+b)+c = a+(b+c)

6. Lorsque les quantités sont réparties en deux classes de telle sorte que chaque
qguantité appartient a une et une seule des deux classes, et toute quantité de la
premiere classe est inférieure a toute quantité de la seconde classe ; alors il
existe une quantité x telle que a < x pour tout g dans la premiere classe, et x< b
pour tout b dans la deuxieme classe.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Holder Les axiomes de la quantite et la theorie de la mesure (1901)

Théoremes déduits des axiomes :

e On peut définir par addition itérée le produit na
(n un entier naturel non nul, a une grandeur)

e |'ordre est archimédien
e ’addition est commutative

e Existence des parties aliquotes : pour entier naturel non nul n et toute
grandeur a il existe une grandeur b telle que nb =a



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Holder Les axiomes de la quantite et la theorie de la mesure (1901)

88. Les conceptions anciennes et modernes de la théorie des proportions

Il existe essentiellement deux traitements de la théorie des proportions entre grandeurs :
[’euclidienne et la moderne. Euclide explique ce que signifie, pour quatre grandeurs a, b, c, d,
que a est a b dans le méme rapport que ¢ a d. Cette explication demande seulement que les
grandeurs puissent étre additionnées (et, donc, multipliées) ; en outre, qu’'on puise savoir
reconnaitre si deux grandeurs sont égales ou non et, dans le second cas, laquelle est la plus
grande.

(...) Le point de vue moderne sur la théorie des proportions repose sur une idée exprimee de
maniere précise par Newton, selon laquelle le rapport d’une grandeur a une autre de méme
genre (cette seconde étant prise comme unité) s’exprime au moyen d’un nombre abstrait (i.e.
reel positif). Selon ce point de vue, la relation de la grandeur a a la grandeur b est le méme
rapport que de ¢ a d lorsque a mesure par b donne le méme nombre que ¢ mesuré par d. Ici, le
concept de proportion repose sur celui de mesure.



Calcul sur les nombres — Calcul sur les grandeurs
Holder Les axiomes de la quantité et la theorie de la mesure (1901)

Construction des ensembles de nombres :
e Rationnels positifs comme classes d’équivalences de couples d’entiers

e Réels positifs construits par les coupures de Dedekind (1872)

Theoreme : pour tout rapport de quantités a: b (c’est-a-dire pour deux quantités
prises dans un certain ordre) il existe une coupure bien définie (i.e. un nombre bien
defini).

Notons-le [a : b]. On peut appeler [a : b] la mesure obtenue en mesurant la quantité a
par la quantité b, auquel cas b est appelé ['unité.

En sont déeduites les propriétés attendues :
e deux quantités sont commensurables si et seulement si [a : b] est un rationnel

e Additivité de la mesure : [a : b] + [a’: b] = [(a+a’) : b]

e Changementd’unité:[a:b].[b:c]=[a: ]



Théme n°2

Les negatifs : calculation generated concepts ?



Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Plusieurs questions a distinguer :

e |'usage — éventuellement justifié — de regles de calcul sur des expressions
comprenant des nombres — connus ou inconnus — soustraits

e ['usage / la dénotation de nombres soustraits/négatifs isolés

e La discussion sur la légitimité des symboles dénotant des quantités
soustraites isolées, et sur leur statut de « nombre »



Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Calcul sur des expressions comprenant des nombres soustraits
Deux exemples anciens

Piece a conviction n°1 :
fbﬁﬁfﬁ' f\ﬁ'ﬂ# /\
7‘5- %—Eﬁr‘mﬁlﬁiﬁmﬁ

Les neuf chapitres sur les procedures mathematiques — huitieme rouleau
Fdngchéng pour traiter ce qui est mélangé ainsi que le positif et le négatif



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Piece a conviction n°1 : fangcheng

Une classe de problemes : problemes du premier degré a plusieurs inconnues
Exemple : probléeme 8.8

SUPPOSONS QUE, 81 L'ON VEND 2 B(EUFS ET 5 MOUTONS POUR ACHETER 13 PORCS, IL RESTE
1 000 SAPEQUES, QUE SI L'ON VEND 3 B(EUFS ET 3 PORCS POUR ACHETER 9 MOUTONS, ON AIT
JUSTE ASSEZ DE SAPEQUES, ET QUE 81 L'ON VEND G MOUTONS ET 8 PORCS POUR ACHETER 5 BEUFS,
ON AIT UN DEFICIT DE 600 SAPEQUES, ON DEMANDE COMBIEN VALENT RESPECTIVEMENT LES
PRIX D'UN BEUF, D'UN MOUTON ET D'UN PORC.

Un algorithme de résolution :

la méthode du pivot, appliqué aux W N \ /cm%@‘?’.

coefficients disposés sur la table a S/

calcul ; 7
< A
X S 0Ge s




Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Etats successifs de la surface a calculer dans le probleme 8.8

™ =

-5 3 2
6 -9 5
8 3 -—13
600 0 1000
Simplifier C; par
et C, par -3

Piece a conviction n°1 : fangcheng

2C2-3C3 —> C2 - .
0 0 2
+
3C1 5C2—) Cl o7 33 5
39 45 - 13
— 1800 —3000 1000 |
3 0 0 5 11C1+ 9C2—)C1 i 0 0 5 )
-0 11 3 0 11 2
13 ~15 -13 8 —15 -13
— 600 1000 1 000 2 400 1 000 1 000)

Sur la surface a calculer, les baguettes noires ou rouge codent le signe

On trouve aussi les regles de transposition

Par exemple, la 1°"® étape du probléme 8.2 s’écrirait symboliquement
(7x—1)+2y=10 & 7x+2y=10+1




Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Piece a conviction n°1 : fangcheng
Bilan :
e Aucun nombre « négatif » isolé n’apparait dans I'’énoncé du probleme ni dans la solution ;
lien avec les contextes : productions, prix.
e Dans I'exposé de la procédure :
o Les regles d’addition, de soustraction et de transposition font I'objet d’énoncés
rhétorigues non justifiés
o Les regles de multiplications et de divisions sont bien utilisées mais ne sont pas
énoncées
e Ces nombres « négatifs » ne sont utilisés dans aucune autre partie de 'ouvrage
En particulier : pas d’unification de I'algorithme de double fausse position
e Dans le commentaire de Liu Hui :
o Aucun plongement sémantique (dettes, orientation) pour justifier les étapes de la
procédure fangcheng
o Positifs et négatifs sont décrits comme relatifs 'un a I'autre : on peut inverser tous les
signes d’une colonne sans modifier le systeme



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Piece a conviction n°2
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Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Piece a conviction n°2 : I’algébre d’Al- Khwarizmi (vers 820)

Les équations du second degré sont classées en trois types, de sorte qu’aucun
coefficient soustrait (encore moins de négatif isolé) n’y apparait

Des carres plus des racines sont égaux a un nombre

Des carrés plus un nombre sont égaux a des racines

Des racines plus un nombre sont égaux a des carres

Les algorithmes de résolution ne demandent aucun calcul sur des quantites soustraites ;
Ils sont justifiés en représentant les inconnues-racines par des longueurs de segments
et les inconnues-carrés par des aires de carrées ; seules les solutions positives sont
données.

Lorsque la mise en équation d’un probléme du second degré conduit a une équation
comprenant une soustraction, on se ramene a 1’'un des types canoniqueS en

« restaurant » (la « restauration » - al-jabr).
2X =X%x2 -5 restaure 5, il vient 2X+5=x2



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Piece a conviction n°2 : I’algébre d’ Al-Khwarizm1 (vers 820)

Chapitre sur la multiplication

Sache que, pour tout nombre multiplié par un autre nombre, il est nécessaire
d’additionner ['un des nombres autant de fois que [’autre contient d’unités.

Si on a des dizaines auxquelles on a ajouté des unités, ou dont on a retranché des
unites, il est nécessaire de les multiplier quatre fois : les dizaines par les dizaines, les
dizaines par les unités, les unités par les dizaines, les unités par les unités. Ainsi, si les
unités qui sont avec les dizaines sont toutes ajoutées, la quatrieme multiplication est
additive ; et si elles sont toutes retranchées, la quatrieme multiplication est aussi
additive. Mais si les unes sont ajoutées et les autres retranchées, la quatrieme
multiplication est soustractive.

Exemples :

(10+1) x (10+2)

(10-1) x (10-1) ... un soustrait par un soustrait est un additif ...
(10+2) x (10-1) ... deux additifs par un soustrait est deux soustractif ...



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Piece a conviction n°2 : I’algébre d’ Al-Khwarizm1 (vers 820)

Si on dit : dix moins une chose dix moins une chose ; tu dis : dix par dix est cent et
moins une chose par dix est dix choses soustractives ; moins une chose par dix est dix
choses soustractives ; moins une chose par moins une chose est un carré additif. On a
donc cent et un carré moins vingt choses.

Bilan : dans le schema
mise en équation — réécriture de I'équation sous forme canonique — résolution

la reécriture appelle des regles de développement et de transposition impliguant des
calculs sur des expressions contenant des guantités (connues ou inconnues) soustraites.

Ces techniques de réécriture sont justifiées par la connaissance des nombres (entiers).
Elles pourraient conduire a des quantités négatives isolées — aucune contrainte sur la
« chose » n’est mentionnée dans les calculs ou intervient « dix moins une chose » -
mais le cas n’est jamais rencontré ni mentionné dans 1’ouvrage.



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Plus généralement, dans 1’algebre arabe médiévale

Dans la tradition « équations »

e Grande continuité avec les travaux d’Al- Khwarizmi

e Compléments d’Abu-Kamil (ix-x*™ siecles) :
explicitation desreglesa+b—-b=a a-(b+c)=a—-b—-c
usage (non justifié) de a—(-b)=a+b



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Plus généralement, dans 1’algebre arabe médiévale

Dans la tradition « algebre des polyndmes »

e Chez Al-Karaji (x - XI°™* siecles) :
o Enoncé des regles générales de calculs sur les polyndbmes, assorties de
conditions de prudence du type : le polynéme retranché doit étre plus petit que celui dont

on retranche, le sens de « plus petit » n’étant pas précisé

o Des cheminements précautionneux (reformulation de H. Bellosta)

A= (8x+20+ 2x2) — (10x + 4 — x2)

A= (8x + 20 + 2x2 + x2) — (10x + 4 — x2 + x?)
A=8x+20+3x2-(10x +4)

A= (8x+ (20 —4) + 3x2) — (10x) = (8x + 16 + 3x2) — (10x)
A =16+ 3x2 - (10x — 8x) = 16 + 3x2 - 2x

® Chez Al-Samaw’al (x11) : travail sur le groupe multiplicatif des monomes
o Définition de X" par I’équation X"'xX"=1 (neN)
o Les regles d’addition/de soustraction dans Z sont énoncées dans le cadre de
la multiplication / de la division des monomes



Les néegatifs : calculation generated concepts ?
e |’'usage /la dénotation de nombres soustraits/négatifs isolés

Un premier contexte d’usage de negatifs « isolés » : les exposants négatifs

\ A 7 . 7 — 1
‘ e Pas de probléme d’interprétation du résultat 273 = 5

e Les regles relatives a la multiplication des nombres usuels déterminent les regles de calcul
sur les exposants
‘ e Le travail dans le groupe (Q**,x) symétrise par rapport a 1 et non par rapport a 0
(le statut de « nombre » de 0 étant incertain)



Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Un premier contexte d’usage de négatifs « isolés » : les exposants négatifs

N. Chuquet Le triparty en la science des nombres (fin XV®) :

Qui multil,liroit aussi .12.> par .10.> lon doit pmier multiplier A2. Par
A0+ monte .120. puis fault adioster les denomtacions ensemble qul sont .3, et
-5- motent .8. AmSI la multiplicacion monte .120- :

(..)
Sem®Blément qui multipliroit 8.3 par .7*.® [l conuit pmier multiplier-
8- par -7. montet 56 puis fault adiouster les denomiacions cestasf 3- P. auec
.i. . montent -2. ainsi ceste multiplicacion monte -56-2 et ainsi fault enten—

dre des aulis-

Clavius Algebra (1609) DE NF MERIS FICTi5, SIFE MINORI-
bus guam nitsl, ¥

(..)

Bc. i%?l—ﬁ-—ilﬂ-ﬂ—sl—'ﬂ—llﬂl 1|2|3] 45| 6| 7 |&
&c||=El=l= s T s | lu 2] 4[8] 16 |32 ]64 )28 |&e.

g




Les negatifs : calculation generated concepts ?

Usage de negatifs isolés : deuxieme contexte

i X
h

1. Egualea’ 6. p. g40.

3. .20,

2. ' 20.

4 400

2. 8.

8 292, ¢ -
. . R.ge392.

20.p.R.q.392. 20.m.R.q.392.

R.c:Lzo.p.R.q.;gz Ip-R.c.L20.mR.q.392.1

Lati. 2.p.R.q.2. 2.m.R.q.2,che
fommati infieme fanno 4, ch’¢ la ualuradel
Tanto. '

x3 =6x+ 40

x = 120 ++/392 + /20 — /392



R. Bombelli Algebra (1579)
Les negatifs : calculation generated concepts ?

Usage de négatifs isolés : deuxieme contexte

Ancora {i puo procedere nella agguaghatione ditak
Capitoloin quefta guifa. Agguaghlix 3 a 15 X Py
piglifi il terzo delli Tanti, che ¢ 5 ,cubifi fa 125, € que=
fto (i caui del quadrato della meta delnumero ch'é 4,
reftam. 1 21 (ilqual fi chiamerd pili di meno)che dique
fio pighatala R.q.fara p.dim.11,che aggionta conla
meta del numero, fa 2. p.di m. 1 1 che pigliatoneil la-
to cubico,ed’aggionto col fuo refiduo,fa 2.p, dim.i.8e
2.m.di m. 1, che giontiinfieme fanno 4, ¢ 4.¢ la valura
del Tanto. Et benche & molti parerd queita cofa ftraua

x3 =15x + 4
5 2
125 4

4 m.125=m. 121
Vvm.121 =p.d.m. 11

3 3
x=\/2+ m.121+\/2—\/m.121

X=32+pdmll+3/2-pdm1l
x=2p.dml+2m.dm.ll
x =4




Les néegatifs : calculation generated concepts ?
Usage de negatifs isolés : deuxieme contexte

Chez Bombelli :

e Négatifs et imaginaires apparaissent en méme temps

eme

e Dans un contexte savant : algorithme de résolution d’équations du 3™ degré
(Tartaglia)

e — 121, \/—121 et 11i n’apparaissent ni dans I’énoncé du probléme ni dans la
solution

e Ces trois entités ne sont pas dites étre des nombres

e Ce sont des marques graphiques qu’on s’autorise pour écrire des résultats
intermeédiaires dans un algorithme

e Ce qui permet d’uniformiser les aspects algorithmiques : un unique algorithme
quels que soient les coefficients p et g dans I'équation x> = px + g

e Des signes graphiques sur lesquels on déclare des regles de calcul explicites



Piiuia pit di meno,fa pitdimero.
Meno uia pitt di meno,fa meno dimeno.
Piti uiameno di meno, fA meno dimeno.
Merio wiameno di meno,f piti di meno.
Pilidi meno via pit di meno,fa meno.
‘Pitdimenouiamendimenofipi.
‘Meno di meno uia piltdi meno,fa pit.
‘Meno di menouia gicn di meno 2 meno.



Les néegatifs : calculation generated concepts ?

Jouer avec le feu ?

A propos du probleme : partager 10 en deux parties dont le produit est 40,
Cardan, dans I’Ars Magna (1545) écrit « manifestum est quad casus seu
quaestio est impossibilis ».

Il lance cependant 1’algorithme général de résolution des équations du second
degré, qui donne deux écritures :

§- P- Re. M. 1§,

§

m. B. 0L i §s

Vérification par calcul du produit : 25 ™' 1 5+ quad. eft g il

Phénomene historique non trivial : ni controverses ni polémiques sur ces
manceuvres avant le milieu du 17°™ siécle. Seules les solutions positives sont
conservees a la fin (Viete, Stevin, Descartes). [D. Rabouin, a paraitre]



Merci pour votre attention
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